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4.1平面反射镜

1．平面反射镜的成像

P P'

M

M

图4-1  平面反射镜成像

实物成虚像
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平面反射镜的成像

M

M

1

1'

图4-2  虚物经平面反射镜成实像

虚物成实像
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2．平面反射镜的成像方向
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图4-3  平面反射的物像空间对应关系

右手系

左手系
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平面反射镜的成像方向

右手直角坐标系经偶数次平面反射镜成像则像一定是右

手系 ——相似像

右手直角坐标系经奇数次平面反射镜成像则像一定是左

手系 ——镜像
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3．平面反射镜的旋转对光线的作用

图4-4  平面反射的旋转

θ

2θ

i

a '
1a

'
2a

θ

角度放大
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4．双平面反射镜系统

θ

1i

a

a'
ψ

2i

1O

2O

P

T

图4-5  双平面反射镜系统

ψ+= 21 22 ii

即
)(2 21 ii −

(4-1)

=ψ (4-2)

由 TOO 21Δ

θ+= 21 ii
即

21 ii −=

(4-3)

θ (4-4)

θψ 2= (4-5)
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双平面反射镜系统

位于与两平面反射镜交棱相垂直平面内的光线，不论它的
入射光线方向如何，经两个平面反射镜各反射一次后的出
射光线相对于入射光线的偏转角总是等于两平面反射镜夹
角的2倍；

它的偏转方向，则与反射面按反射次序由 偏转到 的

方向相同；
1M 2M

入射光线的方向不变时，若两块平面反射镜作为一个刚体
一起转动时，则出射光线的方向不会改变，但出射光线的
位置可能平行位移。
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双平面反射镜系统

( )a ( )b

1

2
3

4

图4-6  能将光路转折的双平面反射镜和反射棱镜
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4.2

反射棱镜

为了使两反射面之间的夹角不变，可将两个反
射面做在同一块玻璃上，以代替一般的双平面
反射镜组，这就构成了另一类常用的光学元件

─反射棱镜的雏形
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1．反射棱镜的展开特征

(4 6 )b−

1

2
3

4

1：入射面

4：出射面

2：反射面

3：反射面
工作面工作棱

主截面
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反射棱镜的展开特征

1

2

3

A

B

C

D
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C'

D''

A'

B' A''

E''

2'

3'

3''

a

a'

图4-7  五角棱镜及五角棱镜的展开

棱镜的展开
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反射棱镜的展开特征

A B

C

D
E

F G

图4-8  靴形棱镜
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反射棱镜的展开特征

反射棱镜展开后是一块平行平板 ；

在共轴光路中应用反射棱镜就相当于在光路中加入了一块

平行平板玻璃 ；

若它被用在会聚光路中，光路的光轴垂直于反射棱镜的入
射面，反射棱镜的加入仍然保持了光路系统的共轴性 ；

棱镜展开成平行平板后，其平行平板的厚度也称为棱镜的
展开长度。展开长度不仅与棱镜的结构有关，还与棱镜入
射面的口径大小有关。设五角棱镜的入射面口径 ，
则展开长度 为 ，即五角 。

AB = Φ
L (2 2)+ Φ 3.14L = Φ五角
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2．平行平板的成像

'
2a

1a

1u

'
2u

'
oF ''

oF

Δd

图4-9  平板玻璃的成像

1
2

1 =
′

=
u
u

β

(4-6)
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平行平板的成像

1a

1u
'

oF ''
oF

Δ

'
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C D

'
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1h 2h

d

图4-10  平板玻璃的延伸量
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平行平板的成像

121 udhhAC ′=−= (4-7)

在直角三角形ACD中

1

1

1 u
ud

u
ACCD

′
==

近轴近似下，根据折射定律 11 unu

(4-8)

′=

n
dCD = (4-9)

)11(
n

dCDdBDFF oo −=−==′′′=Δ (4-10)



18

3．反射棱镜的正像作用

x
y

z

x'

y'

z'

图4-11  反射棱镜的物方坐标系和像方坐标系
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反射棱镜的正像作用

1、具有单一主截面的棱镜或棱镜系统

反
射
棱
镜
系
统

2、屋脊棱镜

3 、具有两个相互垂直的主截面

的棱镜或棱镜系统
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反射棱镜的正像作用
1

例1：例1： 一次反射直角棱镜的成像分析

x

y

z

x'y'

z'

图4-12  一次反射的直角棱镜
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反射棱镜的正像作用
1

x
y

z

x'y'

z'

图4-13  确定 轴成像方向的另一种方法y
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反射棱镜的正像作用
1

例2：例2： 二次反射直角棱镜的成像分析

x
y

z

x'

y'
z'

图4-14  二次反射的直角棱镜
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反射棱镜的正像作用
2

( )a ( )b

图4-15 (a),(b)   直角屋脊棱镜
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反射棱镜的正像作用
2

( )c

1
2

1'

2'

Ι

ΙΙ

图4-15 (c)    屋脊面对光线的反射作用
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反射棱镜的正像作用
2

xy

z

x'

y'

z'

图4-15 (d)    直角屋脊棱镜的成像方向确定
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反射棱镜的正像作用
2

图4-15 (e)  在直角屋脊棱镜中确定 轴成像方向的另一种方法

xy

z

x'

y'

z'

y
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(1).按光轴是在屋脊棱上被反射的情况确定出出射光轴 的
方向；

反射棱镜的正像作用
2

确定屋脊棱镜成像方向的一般方法和步骤：

(2).根据一对屋脊面颠倒了垂直于主截面的物像方向的结论
确定 轴的方向；

(3).按棱镜的总反射次数的奇偶性（一对屋脊面算两个反射
面）确定像方坐标系 是左手系还是右手系，从而
定出位于主截面内的轴 的方向。

z′

x′

zyx ′′′
y ′
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反射棱镜的正像作用
2

例3：例3： 列曼屋脊棱镜的成像方向分析，
并与列曼棱镜的成像方向作比较

x

y

z

x'

y'
z'

潜
望
高

( )a

图4-16  列曼屋脊棱镜的成像(a)
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反射棱镜的正像作用
2

x

y

z

x'

y'
z'

潜
望
高

( )b

图4-16  列曼棱镜的成像(b)
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反射棱镜的正像作用
3

x
y

z

x'

y'z'

x''
y''z''

图4-17 (a)    普罗棱镜
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反射棱镜的正像作用
3

x

y z

x'

y'

z'

y'

x'z'
x''

y''
z''

图
4-
17 
(b)

普
罗
棱
镜
的
主
截

面
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反射棱镜的正像作用
3

y'

x'z'
x''

y''
z''

图4-17(c)   普罗棱镜中第二块直角棱镜的成像
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4.3
反射棱镜转动引起的光轴方向和成像方

向变化的分析和计算

在光学仪器的装校过程中，往往利用反
射棱镜的微量转动调整光学系统的光轴

方向和成像方向的倾斜
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1．棱镜转动定理

x
y

z

x'y'

z'

P

'P

图4-18  转轴 与它经棱镜所成的像P 'P
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棱镜转动定理

P θ θ
zyx ′′′

棱镜绕转轴 转动 （ 角的正负按右螺旋法则确定）角后，

像空间坐标系 的转动情况可以表述如下：

zyx ′′′ P′ 1)1( −− N θ P θ
N

首先绕 转 ，然后绕 转

是棱镜的反射次数。

。

其中，

棱镜转动定理
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棱镜转动定理

M

M'

o

'o

x
y

z

x'

y'

z'

图4-19  立方体 与立方体经平面反射镜所成的像xyz zyx ′′′
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棱镜转动定理
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2．转动矩阵 P

θΔ

g g'

图4-20  向量 绕轴 旋转角 后成向量g P θΔ 'g

gPgg ×Δ+= θ'

(4-11)
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转动矩阵

设转轴 '''''' coscoscos kjiP γβα ++=

令 分别等于于 、 、 ，由式（4-11）可得g 'i 'j 'k

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+Δ−Δ=

Δ++Δ−=

Δ−Δ+=

'''''''

'''''''

'''''''

coscos
coscos

coscos

kjik
kjij
kjii

αθβθ

αθγθ

βθγθ

即

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

'

'

''

''

''

k
j
i

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ−Δ
ΔΔ−
Δ−Δ

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤ '

''

''

''

1coscos
cos1cos
coscos1

k
j
i

αθβθ
αθγθ
βθγθ

(4-12)

转动矩阵

θR
(4-13)
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3．反射棱镜的作用矩阵

P
物空间坐标系 xyz

)cos,cos,(cos γβα

物空间坐标系 zyx ′′′

)cos,cos,(cos ''' γβα

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

++=

kjik

kjij

kjii

333231
'

232221
'

131211
'

bbb

bbb

bbb
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反射棱镜的作用矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

k
j
i

k
j
i

333231

232223

131211

'

'

'

bbb
bbb
bbb

(4-14)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232223

131211

bbb
bbb
bbb

B (4-15)

基(  、 、 )到基(  、 、 )的过渡矩阵i j k 'i 'j 'k

反射棱镜的作用矩阵
B

可逆
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反射棱镜的作用矩阵

例：例： 直角棱镜o90−DI

x
y

z

x'y'

z'

图4-21  一次反射直角棱镜的成像

ii =′

kj −=′

jk −='

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=
010
100

001
B
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反射棱镜的作用矩阵

'''''' coscoscos
coscoscos

kji
kjiP
γβα

γβα

++=

++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

'

'

'

''' )coscos(cos)coscos(cos
k
j
i

k
j
i

γβαγβα

将式（4-14）代入

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

k
j
i

k
j
i

B)coscos(cos)coscos(cos ''' γβαγβα

B)coscos(cos)coscos(cos ''' γβαγβα =
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反射棱镜的作用矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

'

'

'

cos
cos
cos

cos
cos
cos

γ
β
α

γ
β
α

TB

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

)(
cos
cos
cos

1

'

'

'

TB

是正交矩阵：B 1−= BBT

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

cos
cos
cos

'

'

'

B (4-16)
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4．光轴偏与像倾斜的计算公式

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′
'

'

'

'''

'''

'''

k
j
i

k
j
i

PP OO RR

像空间坐标系方位变化情况的矩阵方程

其中

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ−Δ
ΔΔ−
Δ−Δ

=
1coscos
cos1cos
coscos1

''

''

''

αθβθ
αθγθ
βθγθ

POR

(4-17)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ−Δ−
Δ−Δ−
Δ−Δ−

=
−

−

−

′

1cos)1(cos)1(
cos)1(1cos)1(

cos)1(cos)1(1

1

1

1

αθβθ
αθγθ
βθγθ

NN

NN

NN

oR P



46

光轴偏与像倾斜的计算公式

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ−Δ−Δ+Δ−
Δ+Δ−Δ−Δ−
Δ−Δ−Δ+Δ−

=

−

−

−

′

1coscos)1(coscos)1(
coscos)1(1coscos)1(

coscos)1(coscos)1(1

''1

'1'

''1

αθαθβθβθ
αθαθγθγθ
βθβθγθγθ

NN

NN

NN

oo RR PP

代入式（4-17）即得：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−Δ+−Δ
+−Δ−−Δ
−−Δ+−Δ

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

'

'

'

''1

'1'

''1

'''

'''

'''

1]coscos)1[(]coscos)1[(
]coscos)1[(1]coscos)1[(
]coscos)1[(]coscos)1[(1

k
j
i

k
j
i

ααθββθ
ααθγγθ
ββθγγθ

NN

NN

NN
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光轴偏与像倾斜的计算公式

光轴偏： )( kk ′−′′′

jik ′′Δ−Δ−+′′Δ+Δ−=′Δ − ]coscos)1[(]coscos)1[( 1 αθαθβθβθ NN

(4-19)

像倾斜：j ′′′ j′ i′与 的差在 方向分量

'' ]coscos)1[( ij γθγθ Δ−Δ−=′Δ N

(4-18)
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光轴偏与像倾斜的计算公式 ij

k

'k

'''k

图
4-
22

棱
镜
转
动
引
起
的
光
轴

偏
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光轴偏与像倾斜的计算公式 jk

'k
j' j'''

图
4-
23

棱
镜
转
动
引
起
的
像
倾

斜



50

光轴偏与像倾斜的计算公式

例：例： 列曼屋脊棱镜o0−ΙΙΙ JL

x

y

z

x'

y'
z'

图4-24  列曼屋脊棱镜成像

ii −=′

jj −='

kk ='

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

100
010
001

B



51

光轴偏与像倾斜的计算公式 例例

kjiP γβα coscoscos ++=

由式（4-16）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

cos
cos
cos

'

'

'

B

有

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
−=

γγ
ββ
αα

coscos
coscos
coscos

'

'

'

光轴偏
'' cos2cos2 jik αθβθ Δ+Δ−=′Δ

像倾斜 0=′Δj



52

5．特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

(1) 特征方向

若有一根轴或几根轴，棱镜绕其微量转动既不产

生光轴偏也不产生像倾斜，这 根轴所表示的方

向定义为棱镜的特征方向。

*P

0]coscos)1[(]coscos)1[( ''''1 =Δ−Δ−+Δ+Δ−=′Δ − jik αθαθβθβθ NN

0]coscos)1[( ''1 =Δ+Δ−=′Δ − ij γθγθN
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

亦即要求

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=Δ+Δ−
=Δ+Δ−
=Δ+Δ−

−

−

−

0coscos)1(
0coscos)1(
0coscos)1(

'1

'1

'1

γθγθ
βθβθ
αθαθ

N

N

N

用矩阵表达

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

)1(
cos
cos
cos

'

'

'

N (4-20)

将（4-16）式代入

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

)1(
cos
cos
cos

NB (4-21)

求特征方向 就是求特征值为 的矩阵 的特征向量！*P N)1(− B
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

棱镜反射面总数为N

11 BBBBB INN LLLL−⋅=

1−=iB

N

N

i
iBB

)1(
1

−=

=∏
=

是否有特

征值 ?
B

N)1(−

特征多项式 0)( =−= BIf λλ 的三个复数解 1λ 2λ 3λ、 、

B=321 λλλ
λ B如果 是 的特征值

00 XBX λ= 00
1 1 XXB

λ
=−

00
1 XXBT

λ
=
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

λ
1
是矩阵 TB 的特征值

0-I1
=TB

λ

又

B

B

B

T

T

-I1

)-I1(

-I10

λ

λ

λ

=

=

=

λ
1
也是矩阵 TB 的特征值

令 λλ =1 λ
λ 1

2 = 由 B=321 λλλ

N

B

)1(
3

−=

=λ
至少有一

个特征值
B

N)1(−
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

)(

cos
cos
cos

)(
'

'

'

'''*

kji

kjiP

将式(4-20)代入

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

)(
cos
cos
cos

)()1( ''' kjikjiN

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

γ
β
α

γ
β
α

cos
cos
cos

)()1(
cos
cos
cos

)( ''' kjikji N
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

对于偶次反射棱镜来说，特征方向在像空间坐标系中的
三个方向余弦与它在物空间坐标系中的三个方向余弦对
应相等，则像空间坐标系一定可由物空间坐标系以此特

征方向为轴转动某一角度 而得到

对于奇次反射棱镜来说，特征方向在像空间坐标系中的
三个方向余弦与它在反向物空间坐标系中的三个方向余
弦对应相等，则像空间坐标系一定可由反向物空间坐标

系以此特征方向为轴转动某一角度 而得出

φ

φ
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

求解 *P

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+++
=+−++
=++−+

−

−

−

0cos))1((coscos
0coscos))1((cos
0coscoscos))1((

1
333231

23
1

2221

1312
1

11

γβα
γβα
γβα

N

N

N

bbb
bbb
bbb

(4-22)

αcos

βcos

γcos

*P
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

o

x
y

z

x'

y'

z'

x

y

z

x'
z'

y'

( )a ( )b

( )c

80o例：例：
oo 9080-II −K 空间棱镜

图4-25                     空间棱镜。(a)轴测图，(b)顺 方向投影图
(c)顺 方向投影图。

oo 9080 −−KII x
z
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向 例例

jii oo 10cos100cos' −=

kj ='

jik oo 80cos10cos' +−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

01736.09848.0
100
09848.01736.0

080cos10cos
100
010cos100cos

oo

oo

B作用矩阵

o68.120coscos =α

o54.52coscos =β

o54.52coscos =γ

o32.59coscos =α

o45.127coscos =β

o45.127coscos =γ

和

kjiP ooo 45.127cos45.127cos32.59cos* ++=
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

(2) 特征平面

棱镜绕轴微量转动不产生像倾斜，这些转轴均在

同一个平面内。定义这个平面为棱镜的特征平面

由式（4-19），像倾斜为零

0coscos)1( '1 =Δ+Δ− − γθγθN

由式（4-16）
γβαγ coscoscoscos 333231

' bbb ++=

(4-23)

0cos))1((coscos 333231 =−+++ γβα Nbbb (4-24)

特征平面方程
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例：例：

特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

空间棱镜
oo 9080-II −K

将 ， ， 、 ＝2代入式（4-24）得：9848.031 −=b 1736.032 =b 033 =b N

0coscos1736.0cos9848.0 =++− γβα

平面法矢量

kjin ++−= 1736.09848.0
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

(3)最大像倾斜方向

棱镜绕 轴微转一角度而产生的像倾斜最大。定

义 轴所表示的方向为最大像倾斜方向

MP

MP

]cos))1((coscos[ 1
333231 γβαθ −−+++Δ=′Δ Nbbbj

1coscoscos 222 =++ γβαAT
条件极值
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特征方向、特征平面和最大像倾斜方向
拉格朗日乘子法

令
)1coscos(cos 222 −++Δ+′Δ= γβαθλjF

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−++=
∂
∂

=+−+=
∂
∂

=+=
∂

∂

=+=
∂
∂

−

01coscoscos

0cos2)1(
)(cos

0cos2
)(cos

0cos2
)(cos

222

1
33

32

31

γβα
λ

γλ
γ

βλ
β

αλ
α

F

bF

bF

bF

N

(4-25)

αcos βcos γcos
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例：例： 空间棱镜
oo 9080-II −K

特征方向、特征平面和最大像倾斜方向

将 ， ， 、 ＝2代入式（4-25）得：9848.031 −=b 1736.032 =b 033 =b N

o14.134cos
19848.01736.0

9848.0cos
22

=
++

−
=α

o95.82cos
19848.01736.0

1736.0cos
22

=
++

=β

o45cos
19848.01736.0

1cos
22

=
++

=γ

o86.45cos
19848.01736.0

9848.0cos
22

=
++

=α

o05.97cos
19848.01736.0

1736.0cos
22

=
++

−
=β

o135cos
19848.01736.0

1cos
22

=
++

−
=γ

和

'2 ij θΔ=′Δ平面法矢量
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4.4
反射棱镜作用矩阵的特征值与特征方向
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1．引言

特征方向 *P

特征转角ϕ

&
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2．计算特征转角 的新公式ϕ

反射棱镜作用矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

332221

131211

bbb
bbb
bbb

B

迹

∑
=

=
3

1
)(

i
iir bBt

(4-26)

(4-27)

计度

(1). 偶次反射棱镜 的计算公式
轴与特征方向重合

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

100
0cossin
0sincos

ϕϕ
ϕϕ

A

z

(4-28)作用矩阵

ϕ

变换坐标系
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计算特征转角 的新公式ϕ
1

过渡矩阵为C
1−= CBCA (4-29)

)(
)(

)()(
1

1

Bt
CBCt

CBCtAt

r

r

rr

=
=

=
−

−

(4-30)

1cos2)( += ϕBtr

)1(
2
1cos

3

1
−= ∑

=i
iibϕ

(4-31)

(4-32)

计算偶次反射棱镜特征转角 的新公式ϕ
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计算特征转角 的新公式ϕ
2

(2). 奇次反射棱镜 的计算公式ϕ

(4-33)
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
−=

100
0cossin
0sincos

ϕϕ
ϕϕ

A

计算奇次反射棱镜特征转角 的新公式ϕ

)1(
2
1cos

3

1
+−= ∑

=i
iibϕ (4-34)
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3．复特征值与 的关系ϕ

0I)( =−= λλ Bf特征多项式 (4-35)

(1). 偶次反射棱镜

分解式（4-35）
0))(1( 2 =++− cba λλλ (4-36)

式（4-35）、（4-36）展开并作比较

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−=

=

∑
=

1

1

1
3

1

c

bb

a

i
ii
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复特征值与 的关系ϕ

另外两个特征值必满足方程

01)1(
3

1

2 =+−+ ∑
=

λλ
i

iib

将式（4-32）代入

(4-37)

01cos22 =+⋅− λϕλ (4-38)

解得

ϕλ ie±= (4-39)

偶次反射棱镜作用矩阵的复特征值之幅角即为特征转角ϕ



73

复特征值与 的关系ϕ

(2). 奇次反射棱镜
0))(1( 2 =+++ cba λλλ

类似得

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−−=

=

∑
=

1

1

1
3

1

c

bb

a

i
ii

(4-40)

另外两个特征值必满足方程

01)1(
3

1

2 =++− ∑
=

λλ
i

iib (4-41)

01cos22 =+⋅+ λϕλ (4-42)
)( ϕπλ −±= ie (4-43)解得
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4．反射棱镜的简化（等效）

(1). 偶次反射棱镜
由式（4-39）， πϕ = 时 1−=λ (4-44)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

100
010
001

A (4-45)

属于 的两个线性无关的特征向量为1−=λ

11 e)
v
=ξ

22 e)
v
=ξ

(4-46)

属于 的特征向量为1=λ *P

3
* e)=P (4-47)
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反射棱镜的简化（等效）

11 ξξ
vv

−=A

22 ξξ
vv

−=A
** PP =A

本征反射镜对

B是对称矩阵
因为 1−= CBCA TCC =−1

ACCB T=

CACB TTT =取转置

ACC T=

B=
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反射棱镜的简化（等效）

(2). 奇次反射棱镜
由式（4-43）， πϕ = 时 1=λ

(4-48)
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

100
010
001

A

属于 的两个线性无关的特征向量为1=λ

(4-49)
22

11

ˆ

ˆ

e

e

=

=

ξ

ξ
r

r

属于 的特征向量为1−=λ *P

3
* ê=P (4-50)

11 ξξ
vv

−=A

22 ξξ
vv

−=A
** PP =A

本征反射镜



77

两个静态成像的比较可以得到棱镜转动
引起的光轴偏与像倾斜的结果，同时还

能得出棱镜转动定理。

所以说，棱镜成像是源，而棱镜转动定
理是流

4.5
从棱镜成像到棱镜转动定理
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4.6
反射棱镜的几何误差

如果棱镜存在几何形状误差，致使展开的玻璃板其
两个表面不再相互平行，这将破坏系统的共轴性。
这种不平行性，称之为棱镜的“光学平行度”。

它反映了棱镜几何误差的大小。
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1．“光学平行度”的分类

“第一光学平行度”
Iθ

“第二光学平行度”
IIθ

A棱差

C棱差

展开后主截面内的不平行度

由棱镜主截面内的角度误差产生的

展开后垂直于主截面方向上的不平行度

由棱镜各个棱的几何位置误差造成的

Aγ

Cγ

棱镜的任一工作面（屋脊面除外）

的法线对指定棱的不垂直度

棱镜中屋脊棱对某一指定棱的
不垂直度
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2．屋脊棱镜的双像差

一个理想的屋脊棱镜，两屋脊面之间的夹角

应严格等于 。如果不等，一束平行光射入棱
镜，经过两个屋脊面反射后成为两束有一定夹角
的平行光，因而出现双像。这两束平行光之间的

夹角，称为屋脊棱镜的双像差，以S表示之。

o90
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3．“光学平行度”的计算方法
(1). 反射矩阵

矢量形式的反射定律

nnaaa 001 )(2 •−= (4-51)

指定直角坐标系中

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

γ
β
α

cos
cos
cos

n

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0

0

0

N
M
L

0a
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1

1

1

N
M
L

1a

(4-51)式矩阵形式

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−
−−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0

0

0

2

2

2

1

1

1

cos21coscos2coscos2
coscos2cos21coscos2
coscos2coscos2cos21

N
M
L

N
M
L

γγβγα
γβββα
γαβαα

(4-52)

反射矩阵
R (4-53)
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“光学平行度”的计算方法

(2). 误差矩阵
反射面处于理想位置时

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

γ
β
α

cos
cos
cos

n (4-54)

反射面稍稍偏离理想位置后
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

=Δ

)cos(
)cos(
)cos(

γγ
ββ
αα

d
d
d

n (4-55)

反射矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−++−++−
++−+−++−
++−++−+−

=Δ

)(cos21)cos()cos(2)cos()cos(2
)cos()cos(2)(cos21)cos()cos(2
)cos()cos(2)cos()cos(2)(cos21

2

2

2

γγγγββγγαα
γγββββββαα
γγααββαααα

ddddd
ddddd
ddddd

R

(4-56)
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“光学平行度”的计算方法

取一阶近似
RRR Δ+=Δ (4-57)

其中

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

+
+

++

=Δ

γγγγβ
βγβ

γγα
αγα

γγβ
βγβ

ββββα
αβα

γγα
αγα

ββα
αβα

αα

dd
d

d
d

d
d

dd
d

d
d

d
d

d

2sin2sincos2
cossin2

sincos2
cossin2

sincos2
cossin2

2sin2sincos2
cossin2

sincos2
cossin2

sincos2
cossin2

2sin2

R (4-58)

误差矩阵
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“光学平行度”的计算方法

(3).矢量积的矩阵表示
两个矢量

kjia1 111 NML ++=

kjia2 222 NML ++=

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=×

2

2

2

111

0
0

0

N
M
L

NML
ij

ik
jk

aa 21

矢量积

(4-59)
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“光学平行度”的计算方法

(4).光学平行度的计算方法
有 个反射面i

0121 aRRRRa •••= −iii (4-60)

若所有反射面都有制造误差

))(( 11 −−Δ Δ+Δ+= iiiii RRRRa

(4-61)

略去二阶和高于二阶的微量

1 2 1 0

1 1 0 1 2 1 0        ( )
i i i

i i i i

Δ −

− −

=
+ Δ + + Δ

a R R R R a
R R R a R R R R a
L

L L L

误差之代数和简记为 iaΔ

iii aaa Δ+=Δ (4-62)
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“光学平行度”的计算方法
选棱镜的入射面为计算时的基准面，对于没有制造误差的棱镜

出射光线必定沿出射面的法线方向出射：

0=×ma i

如果棱镜的反射面和出射面都有位置误差

(4-63)

0≠× ΔΔ ma i

设

(4-64)

kjim ηϕφ coscoscos ++=

有误差时

cos( ) cos( ) cos( )
     (cos cos cos ) ( sin sin sin )
     

d d d
d d d

φ φ ϕ ϕ η η
φ ϕ η φ φ ϕ ϕ η η

Δ = + + + + +
= + + + − − −
= + Δ

m i j k
i j k i j k

m m

(4-65)
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“光学平行度”的计算方法

光学平行度

  ( ) ( )
  
  ( )

i

i i

i i i i

i

Δ Δ= ×
= + Δ × + Δ
= × + Δ × + ×Δ + Δ ×Δ
= × Δ −Δ

θ a m
a a m m
a m a m a m a m
m m a (4-66)

矩阵形式

0
0 ( )

0

T
i

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − Δ −Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

k j
θ m k i m a

j i
(4-67)
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“光学平行度”的计算方法

例1：例1： 一次反射直角棱镜的光学平行度

x

y

z

n

图4-26  一次反射直角棱镜的光学平行度计算

基准面

基准棱

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
o

o

o

90cos
45cos
45cos
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“光学平行度”的计算方法 例1：例1：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=Δ
η
ϕ
φ

d
d
d

o

o

o

90sin
180sin
90sin

m
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

η

φ

d

d
0

因为出射面的法线只能在 平面内变动，所以xy 0=ηd

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=Δ

0
0
φd

m

据式(4-58)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

=Δ
022
22
22

γγ
γββα
γβαα

dd
dddd
dddd

R
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“光学平行度”的计算方法 例1：例1：

据式(4-61) 01 Raa Δ=Δ
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=
γ
βα

α

d
dd

d

2

2

再据式(4-67) 0
0 ( )

0

T
i

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − Δ −Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

k j
θ m k i m a

j i

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

−=
γ
βα
αφ

d
dd
dd

2

2
0 ik

ki )2(2 αφγ ddd −−+=

IθIIθ
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“光学平行度”的计算方法 例1：例1：

n

dα

dφ

dα

图4-27第一光学平行度 与主截面内角度误差的关系Iθ

45 (45 ) (45 )
       2

d d d
d d

δ φ α α
φ α

= − − − +
= − −

o o o

所以第一光学平行度
和第二光学平行度

o45δθ =I

γθ dII 2=

Aγ2=
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“光学平行度”的计算方法

例2：例2： 半五角棱镜的光学平行度

x

y

z

045

022.5

图4-28  半五角棱镜

基准面

基准棱
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⎢
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“光学平行度”的计算方法 例2：例2：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=Δ

1

1

1

90sin
45sin
45sin

γ
β
α

d
d
d

o

o

o

m
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

1

1

1

2
2

2
2

γ

β

α

d

d

d

由式(4-53)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

100
001
010

1R

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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由式(4-58)
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⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎡
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+

=Δ
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dddd
dddd
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将

“光学平行度”的计算方法 例2：例2：

1coscoscos 1
2

1
2

1
2 =++ γβα 两端同时微分

0sincos2sincos2sincos2 111111111 =−−− γγγβββααα ddd

将 111 ,, γβα 之值代入得

11 βα dd −=
则

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=Δ
022

220
202

11

11

11

1

γγ
γα
γα

dd
dd
dd

R

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

=Δ
000
022
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22

22

2 αα
αα

dd
dd

R

同样
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“光学平行度”的计算方法 例2：例2：

据式(4-61)和式(4-62)

0210122 aRRaRRa Δ+Δ=Δ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−
+

=

1

21

21

2
γ

αα
αα

d
dd

dd

又由式(4-67)得

1 2 1
2 2(3 2 ) ( )

2
d d dα α γ+

= + + −θ k j i

21 23 ααθ ddI +=

1)21( γθ dII +=

Aγ)21( +=
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“光学平行度”的计算方法 例2：例2：

1dα

2dα

图4-29  第一平行度与主截面内角度误差的关系

21 23 ααθ ddI +=

oo 5.1122453 Δ+Δ=

因为三角形的内角和为 ，所以o180

05.225.11245 =Δ+Δ+Δ ooo

故
oo 5.222451 Δ−Δ=θ
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“光学平行度”的计算方法

例3：例3： 斯密特屋脊棱镜的光学平行度

067.5 067.5

x

y
z

图4-30  斯密特屋脊棱镜

基准面
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“光学平行度”的计算方法 例3：例3：
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“光学平行度”的计算方法 例3：例3：

由式(4-58)得

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=Δ

000
020
002

1

1

1 α
α

d
d

R
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=Δ

05.112cos25.157cos2
5.112cos222
5.157cos222

22

222

222

2

γγ
γαα
γαα

dd
ddd
ddd

oo

o

o

R

由式(4-61)和式(4-60)有

012301233 )()( aRRRaRRRa Δ−+Δ−=Δ
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+
−−

=

2

21

21

5.112cos2
2

γ
αα
αα

d
dd
dd

o

又由式(4-67)得

1 2 2( 2 ) 2 cos112.5 ( )d d dα α γ= − − − −θ k i jo

21 ααθ ddI += o5.67δ=

cII γθ 76.0=
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4．屋脊棱镜的双像差计算式

1

2

0a
0a

2a

'
2a

ψ

图4-31  角镜

屋脊棱镜的双像差计算式：

4 sinS nδ ψ=

(4-68)
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屋脊棱镜的双像差计算式

1 1 2 2

0 0 1 1 0 0 1 1 2

0 1 1 0 2 2 0 1 1 2

2( )
   2( ) 2{ 2( ) }
  2( ) 2( ) 4( )( ) 2

= − •
= − • − • − • •
= − • − • + • •

2

2 2

0

a a a n n
a a n n a n a n n n n
a a n n a n n a n n n n

光线 0a 反射镜1 反射镜2 射出 2a

(4-69)

光线 0a 反射镜2 反射镜1 射出 2a′

112201102202 ))((4)(2)(2 nnnnannannaaa 0 ••+•−•−=′ (4-70)

两出射光线方向之差为

})()){((4 1202102122 nnannannaa •−••=′−

02121 )){((4 annnn ××•= (4-71)
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屋脊棱镜的双像差计算式

如果两反射镜的夾角为 o90 ，则有

021 =•nn

022 =′− aa

如果两反射镜的夾角为 δ±o90 ，则

)90cos(21 δ±=•nn

)90sin(21 δ±=× oenn

由式(4-71)可得

ψδδ sin)90sin()90cos(422 ±±=′− ooaa

ψδ sin)2180sin(2 ±= o
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屋脊棱镜的双像差计算式

设分别由两个反射镜上出射的出射光线 和 之间的夹角为2a 2a′ S

)
2
1sin(222 S=′− aa则

故有

ψδ sin)2180sin()
2
1sin( ±= oS

因为 和 都很小，所以S δ

ψδ sin4=S (4-72)

如果角镜间充以折射率为 的媒质，即反射棱镜屋脊的情况n

(4-72)=> ψδ sin4nS = (4-73)
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