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8.1引言

图8-1  单透镜与单透镜的等效
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图8-2  光线在变折射率媒质中的行走
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这就启示我们认识到，一块平行平板玻璃，若材

料的折射率有一定的空间分布或随空间有一定变

化，它对光线一样有会聚或发散作用。

8.1引言

折射率仅沿某一个方向变化的媒质我们称为梯

度折射率（变化）媒质，因为这个方向就是折

射率变化的梯度方向。研究讨论几何光线在梯

度折射率媒质中传播规律的光学称为梯度折射

率光线光学。



8.2
自然界的梯度折射率媒质



在海平面上的大气中，在沙漠地表上的大气中，
在机场跑道上的大气中，由于存在明显的温度梯
度，进而使大气的密度从下至上是不均匀的。温
度梯度的存在，使得大气折射率随拔海高度的不
同而不同。

一般在这些大气中，无论是温度的变化，还是密
度的变化，其变化的梯度方向都与海（地）平面
垂直，故这些大气的折射率沿拔海高度方向作梯
度变化。
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1．海市蜃楼

图8-3   海市蜃楼原理图

(8-1)



深圳湾出现海市蜃楼
海面上有高楼施工

2005年3月17日下
午16时59分

转自大洋网



2．沙洲神泉

图8-4  沙漠神泉原理图



3．机场跑道的可见距离问题

图8-5  可见的机场跑道长度



8.3
径向梯度媒质中的光线方程



折射率沿轴向均匀

1．径向梯度折射率分布

图8-6  径向梯度折射率棒
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折射率沿轴向均匀



折射率的分布函数 ：

（8-2）

轴面里讨论问题亦不失一般性 ： （8-2）=>

（8-3）

我何将这个含轴面取为坐标面，称为子午面
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径向梯度折射率分布



两种典型分布：
A.抛物线型：

(8-4)
B.双曲正割型

(8-5)

是一个折射率分布常数

将(8-5)式展成无穷级数：
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径向梯度折射率分布



复习：

光线微分方程：

(1-38)

直角坐标系展开：

(1-39)

是光线的三个方向余弦
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2．径向梯度媒质中的光线方程



(8-3)=>(1-39)
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是入射点坐标， 分别是入射光线与x轴和z轴夹角
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径向梯度媒质中的光线方程



子午面内，入射角 ：0θ
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径向梯度媒质中的光线方程

图8-7  折射率的分布与解题用的坐标系
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（1） ，根号前取正值：
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当光线到达点(Y,z)时，光线方向与z轴平行，随后光线向

弯向z轴的方向前进，见下图：

径向梯度媒质中的光线方程
光线走向分析



z

y

z

y

1
2

2 '

3

( , )Y z

分 界 面

径向梯度媒质中的光线方程

图8-8  光线的走向分析

光线走向分析



（2）光线2入射角 比光线1入射角 小，入射点相同：20 )(θ 10 )(θ
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径向梯度媒质中的光线方程 光线走向分析



折射率服从式(8-4)：
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3．抛物线型媒质中子午光线方程的解



(8-16)代入子午面光线方程(8-13)：
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这个方程的通解一般为简谐函数，即 ：
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其中待定常数 由边界条件，即光线出发点的位置坐

标 和光线斜率 来确定
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抛物线型媒质中子午光线方程的解



光轴上点发出的光束中各光线的径迹均系简谐曲线

其空间周期为：
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周期为一常数：

抛物线型媒质中子午光线方程的解



抛物线型媒质中子午光线方程的解

图8-9  径向梯度媒质中轴上点发出的光线径迹
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4．双曲正割型媒质中的光线聚焦特性
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双曲正割型媒质中的光线聚焦特性



引入新变量g：
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双曲正割型媒质中的光线聚焦特性



又因为
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双曲正割型媒质中的光线聚焦特性



在双曲正割媒质中，从一点发出的子午光线无论

其孔径角或大或小，它们走完半个周期的整数倍
后光程是相等的，所以它们的周期是相同的，所
以在这种媒质中一轴外点发出的子午光线又可以
聚焦于一点；又由于折射率分布是以光轴旋转对

称的，所以轴上物点是可以点物成点像的。

双曲正割型媒质中的光线聚焦特性 结论



5．梯度折射率媒质中的斜光线
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图8-10  螺旋光线径迹



梯度折射率媒质中的斜光线
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图8-11  展开的螺旋光线几何长度



传播一个周期 后的光程：0T
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梯度折射率媒质中的斜光线



结合双曲正割媒质中，轴外某点发出的子午光线走
过一个周期后的光程：
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若想这一点发出的螺旋光线经一个周期的传播
后与子午等光线又聚焦于一点，椐费马原理：
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=>折射率分布： 2
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梯度折射率媒质中的斜光线



1．式(8-34)和式(8-5)是不一致的。可见对于子午光线的自

聚焦为理想分布的双曲正割媒质，对于螺旋光线的自聚焦
便不是理想分布的，反之亦然

2．在近轴区，将式(8-34)用级数展开便可得抛物线型
分布，即：

2
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2
11( 22
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也就是说，对于近轴区域，式(8-34)、式(8-5)和式(8-4)
三种分布都一致了，都是抛物线型分布。

梯度折射率媒质中的斜光线 讨论



将由梯度折射率媒质做成的透镜称为自聚
焦透镜。

已经分析了这些材料的分布及各种光线在
其中的走向，为了达到自聚焦或近似自聚
焦，其折射率应该自光轴横截面内半径方
向呈抛物线状连续变小。

8.4
自聚焦透镜及其成像
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根据轴对称性将它简化为二维表示式

当近轴光线在其中传播时，光线的路径为正弦或余弦曲线，
可表示为

其中由 具体问题的边界条件确定， ，
是路径的周期长度。
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1、近轴光学

一般的正光焦度的球面透镜可以会聚光线并能成像。它

可以将一点发出的近轴光线能够很好地会聚于另外一点，成

为一个理想的像点。

图8-12  均匀折射率球面透镜成像



图8-13  自聚焦透镜的成像

自聚焦透镜的折射率是一定规律变化的，光线在其中自动地
沿曲折的路径传播 ，可以予计对于近轴光的情形。

自然，对光线的偏折主要在于透镜内部，如果没有这一种
偏折，则图8-13中的光学元件便成了一块普通的平行平板了。

近轴光学



可见，自聚焦透镜不同于普通的球面透镜，前者
主要依靠折射率的恰当变化（由式决定）来对近
轴光成像的。较之普通的球面透镜，自聚焦透镜
有其独特的优点，它可以做的很小，可以获得超
短焦距，并可以弯曲传像（如做成自聚焦光纤）
等。这些都是一般透镜很难做到甚至根本做不到
的。

近轴光学



图8-14   自聚焦透镜的主点、焦点和焦距

2、自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



选坐标系YOZ  如图8-14所示，作直线DB 表示余弦曲线在 B
点的切线，此即透镜内部的光线在B 点处的方向。再作直线EB 
平行于光轴OO’ 。自聚焦透镜的厚度为d 。余弦曲线服从式

)cos()( 0ϕα += zCzy (8-37) 

自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



已知入射点A的坐标为(h,0),又由于入射光线平行于光轴OO’

所以在A点处有 ，据此，由式(8-37)有0=
dz
dy

)cos()0( 0ϕα +== zCzy
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h=
和
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(8-39) 

自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



据这两个式子，可由边界条件确定出自聚焦透镜内部光线路径
所服从的余弦曲线之两个待定常数为

hC =
00 =ϕ

(8-40) 

所以，余弦曲线AB的函数表示为

)cos()( zhzy α= (8-41) 

B点处自聚焦透镜内部光线的斜率为

)sin()( dhdz
dz
dy αα−== (8-42)

自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



这里入射角由光线转向法线是沿逆时针方向旋转的，所以是
负值；从数学上考虑光线的斜率也是负值，所以二者符号是
相同的。故

)sin( dhi αα−= (8-43)

B点处出射光线即沿BF' 传播的光线之折射角i' 据折射定律为
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自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



由于图8-14中像方孔径角u'为
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自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



由于 )( dzyBO ==′ )cos( dh α=

这里已经利用了式(8-41)，再利用式(8-46)和式(8-47)，有
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自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



值得指出，由自聚焦透镜的焦距公式(8-47)可看出，焦距除与梯

度折射率媒质的折射率分布密切有关外，还与自聚焦透镜的厚度
密切相关。

图8-15 自聚焦透镜的焦距，主面位置与透镜厚度的函数关系

自聚焦透镜的焦点、焦距和主点、主平面



(1)

3、自聚焦透镜成像的各种情况

(ii) 物位于物方焦点之内，正立的虚像。

α
π
2

0 << d (i) 物离透镜较远时，倒立的实像；

图8-16(1)



(2)
α
π
2

=d

利用这一情形，可制成超短焦距透镜，其 ，参见图8-15。α)0(
1

n
f =′

物总是位于物方焦点之外，倒立的实像。

自聚焦透镜成像的各种情况

图8-16(2)



(3)

(iii) 成倒立的实像。

α
π

α
π

<< d
2

(i) 点发出的光线在透镜内部相交，
在外面看见倒立的虚像；

(ii) 在端面上成倒像；

自聚焦透镜成像的各种情况

图8-16(3)



(4)

(ii) 两端面共轭，倒像，横向放大率为-1。

α
π

=d

(i)倒立的虚像，横向放大率为-1，
主平面在无穷远，焦距为 ；

∞

自聚焦透镜成像的各种情况

图8-16(4)



(5)

(ii) 倒立的虚像。

α
π

α
π

2
3

<< d

(i) 正立的实像；

自聚焦透镜成像的各种情况

图8-16(5)



(6)

正立的实像。

α
π

2
3

=d

自聚焦透镜成像的各种情况

图8-16(6)



(7)

(iii) 正立的实像。

α
π

α
π 2

2
3

<< d

(i) 正立的虚像；

(ii) 端面上的正像；

自聚焦透镜成像的各种情况

图8-16(7)



(8)

(ii) 两端面共轭，正像，横向放大率为1。

α
π2

=d

(i) 正立的虚像，横向放大率为1；

自聚焦透镜成像的各种情况

图8-16(8)



8.5
自聚焦透镜成像的矩阵表述



如图8-17所示是一块厚度为d的平板自聚焦透镜，它位于空
气中，即它的前后都是空气。一孔径角为u1的近轴光线以
h1的投射高度入射其上A点，在透镜内部走过余弦曲线AB
后由B点射出境外。

图8-17   自聚焦透镜对近轴光线的偏折

8.5自聚焦透镜成像的矩阵表述
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对于平板型自聚焦透镜，第一面的入射角 和物方孔径角 ，

第二面的折射角 和像方孔径角 分别有如下的关系：1i

1u 2i′

2u′

11 iu −=

22 iu ′−=′ (8-49)

根据第二章中的约定，若将两个参考面分别与自聚焦透镜的前后

端面重合，则入射光线的列矩阵为 ，经透镜第一面

（即前端面）的折射后折射光线的列矩阵 椐式(2- )为
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(8-50) 
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所以 111 uun =′′ (8-51) 

据式(8-49)，在点A处折射角 为

1i′

1i′

)( 1

1
11 hyn

uui
=

−=′−=′ (8-52) 

其中 是A点处的挮度媒质折射率。又因为讨论的是近
轴光线，所以取近似 后有

)( 1hyn =
)()0( 1hynn =≈

)0(
1

11 n
uui −≈′−=′ (8-53) 

设在自聚焦透镜内部光线所走的余弦曲线为

)cos()( 0ϕα += zCzy (8-54)
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将 ，及 代入有11)0( hhzy ′=== )0(1 ==′ z
dz
dyi

01

011

sin
cos
ϕα

ϕ
Ci

Chh
−=′

==′ (8-55) 

设在B点光线的投射高度为 ，则有2h

)(2 dzyh ==

)cos( 0ϕα += dC

dCdC αϕαϕ sinsincoscos 00 −=

(8-56)

将式(8-56)及式(8-53)代入得

α
αα
)0(

sin)0(cos 112 n
dundhh ′−′= (8-57) 
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同样，在B点光线的入射角 为2i
)(2 dz

dz
dyi ==

)sin( 0ϕαα +−= dC
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所以 ⎟⎟
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与得到式(8-50)的理由和过程完全类似，透镜内部的光线到达

B点后，再经出射端面的折射，其出射光线 为⎟⎟
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(8-60)

将式(8-59)和式(8-50)代入上式，就得出了经自聚焦透镜作用后，

出射光线与入射光线的关系为
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(8-61)
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上式中的方阵就是自聚焦透镜的近轴作用矩阵M，即
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ddn
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ddM
ααα
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由式(8-61)可见， 和 成比例变化时，由于式(8-61)是线性关

系，所以 和 也以同样的比例变化，即的比值 不变，

说明自聚焦透镜对近轴光的成像是完善的。

1h 1u

2h′ 2u′
2

2
2 u

hl
′
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=′

在式(8-61)中，令 ，则有01 →u

dnhu αα sin)0(12 =′ (8-63)
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所以平板自聚焦透镜的焦距为

212

1 1
sin)0(
1

mdnu
hf ==
′

=′
αα (8-64)

其中， 是平板自聚焦透镜作用矩阵 的一个元素。焦点离开
第二面的距离为

21m M
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h
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α )0(
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2

2 =
′
′

=′ (8-65)

其间己利用了当 时，由式(8-61)所得的 。由
式(8-64)和式(8-65)可得出平板自聚焦透镜像方主平面的位置
为

01 →u dhh αcos12 =′

)0(
2

n

dtg
fll FH α

α

−=′−′=′ (8-66) 

与式(8-48)一致。
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显然，平板自聚焦透镜对光线的作用与板厚d密切相关，在这
里考察几个特殊情况：

一个是当 时，平板自聚焦透镜的作用矩阵 为α
π
2

=d
α
π
2

=d
M
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此时平板自聚焦透镜的焦距为

)0(
11

212 nm
f

d αα
π ==′

= (8-68)

这就是超短焦距的情形。
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例如，某一种梯度折射率媒质的折射率分布近似为

相当于它的 和 分别是 ， 。用这种材料做

成平板自聚焦透镜，当板厚 为 时，它的焦距只

有 ，可见其焦距是很短的。
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另一个情形是当 时，有
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此时，平板自聚焦透镜是一个无焦系统，即

∞=′
∞=′

Hl
f (8-70) 
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(4)

(ii) 两端面共轭，倒像，横向放大率为-1。

α
π

=d

(i)倒立的虚像，横向放大率为-1，
主平面在无穷远，焦距为 ；

∞

这就是图8-16(4)中所示的情形。

8.5自聚焦透镜成像的矩阵表述



在静电复印机中，往往需要光学系统成 倍的实像，因为自聚
焦透镜的主平面可以做到在透镜外，因此可以实现成+1倍实像。
事实上让式(8-66)大于零，求出自聚焦透镜的合适厚度d即可。
即令

×1

0
)0(

2 >−=′−′=′
n

dtg
fll FH α

α

(8-71) 

因为 和 总是大于零的正数，所以取 即可满足上式
的要求，所以

α )0(n 0
2

<
dtg α

παπ
<<

22
d

即

παπ 2<< d (8-72) 
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παπ kdk 2)12( <<− (8-73) 

考虑到正切函数的周期性，一般解为

其中， 是正整数。若乃取 ，可估算出自聚焦透镜的最小
厚度约为 左右， 倍实像的共轭距也大致在这个范围内，

可见在复印机中利用自聚焦透镜在缩小整个系统的空间上有很大
的优势。

k 5.0~α
mm10 ×+1
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图8-18  普通均匀媒质球面光学透镜(左)与自聚焦透镜(右)1:1
成像时共轭距的比较(单位是mm)
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